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I. INTRODUCTION

Les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont d’apres
AMBLARD, [2022] ; CHEBLI, [2021] ; BOUMENAKH et
BOULHELA, [2020]; GUELFAND et VILENKIN,
[1967] ;GHERARA,[2019] et AMANA, [2012], une classe
d’opérateurs compacts définis essentiellement entre
des espaces de Hilbert. Ces derniers constituent un
domaine fondamental des applications de l'analyse
fonctionnelle a la physique et aux sciences de
l'ingénieur ( SCHWART [1970] ; GIRAULT, [2022] ).

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel X
muni d’'un produit scalaire (.|.), qui est de plus complet
pour la norme ||. || associée au produit scalaire.

Comme tout espace vectoriel possede une base
vectorielle, tout espace de Hilbert admet, lui, une base
hilbertienne [GHERARA ,[2019] ]. C'est une famille
{e;:i € I } dans I'espace X et vérifiant les propriétés :

- la famille (e;);¢; est orthonormée.

- le sous-espace M engendrée par la famille (e;);e; est
dense dans X.

La représentation spectrale ou  plus
généralement la théorie spectrale est la théorie
étendant a des opérateurs définis sur des espaces
fonctionnels généraux, la théorie élémentaire des

valeurs propres et des vecteurs propres , des matrices
( [CARMONA, [2022] ; GIRAULT, [2022] ; CHIANI et
ELZANATY, , [2019] ; XIMING, [2020] ] ). Donc, dans
ce travail il est question de voir comment se présente
la décomposition spectrale des opérateurs de Hilbert-
Schmidt.

L’étude de ces opérateurs requiert deux approches. On
se limite :

- Soit aux espaces de Hilbert séparables [MARTIAS,
[1981] ] auquel cas on parlera des séries
convergentes ;

- Soit aux espaces de Hilbert quelconques [GIRAULT,
[2022]] ou l'on recourt généralement a la notion des
familles sommables.

Etant donné que la théorie de sommabilité est
un concept plus fort et globalisant que celle des séries
convergentes, les points traités ci-dessous visent les
espaces de Hilbert quelconques.

1. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Dans cette section, nous définissons ce qu’on
entend par un opérateur de Hilbert-Schmidt.
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2.1. Proposition :

Soit T € LC(X,Y). Considérons {e; :i€ I} une
base hilbertienne de X et {ux:k €K} une base
hilbertienne de Y. Alors la famille double

(I(Teilw)2ullP) ek = ((Teilu)21?) ek est telle
que :

> (Z|(Tei|uk)z|2>
i€l \keK

- <Z|(Tei|uk)z|2>
keK \ i€l

= [(Tejluy)z|? < 400
(i,k)eIxK

De plus Sawenxl (Teilu)2|? = Xielll Te;ll3

Preuve :

(1) 1 suffit de poser (I(Tejlu)1*) ek =

(aij)(ij)elx] et appliquer la théoréme de Fubini

pour les sommes pour avoir le résultat
[CHATTERJI, ,[1997] ]

(2) Concernant la somme ¥ ekl (Teilug)2|* =
YiallTeill2, c’est lapplication de lidentité de
Parseval [CHATTERJI,[1998] ] et du théoreme
de sommation par paquets [BOUVIER,[1971],et
SCHWART ,[1970] ].

Comme nous le voyons ; cette somme Y;||Te;||% peut
étre finie ou infinie. Qu’explique-t-elle lorsque’elle est
finie ? C’est ce que nous verrons dans la suite.

2.2. Proposition

Soit T € LC(X,Y). Considérons {e; : i € I} une base
hilbertienne de X et {uy : k € K} une base hilbertienne
deY.Alorsona:

Yielll Teill3 = el T ukll?
Preuve :

V XE XetvyeY,dapres l'identité de Parseval :

I = ) bl et Iyl = ) 1vu, [
iel keK

Puisque Te; € Y, T*uy € X et étant donné que {i} X K et
I x {k} réalisent des partitions de I x K, on a:
YiallTeill3 = 2(i,k)e1x1<|(Tei|uk)z|2d'apré3 la proposition
au point 2.1.
= YiaiCkex! (Tejlug),12), d’aprés le théoréme sur le
produit des familles
sommables [SCHWART,[1961] ]
= YieiCkexl (eil T*ur)11%), d’aprés I'adjoint hilbertien
[SCHWART, [1979] et CHEBLI,, [2021] ]

= YrexCiarl (61 T*up)1 12), d’aprés le théoréme de
Fubini [CHATTERJI,[1997] ]

= YreklIT*ugll?, par application de I'identité de
Parseval.

Donc YieillTesll3 = YkexlI T ukllf
2.3. Proposition :
Soient T € LC(X,Y). Considéronsfe; : i € I} et

{:jeJ} deux bases hilbertiennes de  X.

Alors il Te; 13 ZZ]‘E]”Tfj”z
Preuve .

On note que si E; ={e; :i€ 1} et E, = {f; :j € ]}
sont deux bases hilbertiennes de X, alors la dimension
hilbertienne de E; est égale a la dimension hilbertienne
de E, quelque soit dimX. Il en résulte que les familles

(Tedter ec (1)

mémes sommes, c'est-a-dire ZieIIITeiH%:Z]-E]”Tfj”z
[SCHWART, [1970]],

sont équivalentes et ont

2.4. Définition :

Considérons T € LC(X,Y). On dit que T est un
opérateur de Hilbert-Schmidt ssi il existe une base
hilbertienne {e; : i € I} de X telle que Yl Te;ill3 < +oo.
[MESSAOUD,[2017]  ,BOUMENAKH,[2020] et
CHEBLI,[2021] ]

Remarquons que daprés la proposition 2.3,
cette définition ne dépend pas de la base hilbertienne
{e; : i € I}de X choisie.

2.5. Remarque

D'aprées la définition ci-dessus, pourT €
LC(X,Y), on dit que T est de Hilbert-Schmidt si la
famille double (|(Tejlw),1*)aexk de la proposition
2.1. est sommable dans R et sa somme vaut
Y anenkl (Teilu)z1? = TielllTesl|3 < +oo.

Ce qui revient aussi a dire que la famille
(IITeill?)ier est sommable dans R, de somme
YiallTe;ll5 < 4oo.

2.6. Notation

Soient (X, (-|)1) et (Y,(.].),) deux espaces de
Hilbert sur F= R ou C, de normes respectives
[I-ll; etll-ll,. Alors on note par HS(X,Y), 'ensemble des
opérateurs de Hilbert-Schmidt. Donc on a :

HS(X,Y) = {T €ELC(X,Y): T estde
Hilbert — Schmidt}
Il résulte de la définition ci-dessus que
HS(X,Y) < LC(X,Y).

2.7. Remarque :



On affirmeque si X et Y sont des espaces de
Hilbert, alors I'ensemble HS(X,Y) est un espace
vectoriel sur F= R ou C pour les opérateurs usuelles
[GUELFAND et VILENKIN , 1967]] .

2. Opérateurs de rang fini

Dans cette section, nous nous intéressons aux
opérateurs de rang fini entre deux espaces de Hilbert.
Un résultat important est que tout opérateur de rang fini
est un opérateur de Hilbert-Schmidit.

3.1. Définition

Soient (X, (-] );) et (Y,(-|-),) deux espaces de
Hilbert sur F = R ou C. Considérons T €
LC(X,Y). On dit que T est un opérateur de rang fini ssi
le sous-espace vectoriel engendré par T[X] est de
dimension finie, [CHEBLI, [2021] ].

3.2. Notation

Soient (X, (-] )1) et (Y,(-|-),) deux espaces de
Hilbert sur F = R ou C. Alors on note par Fi(X,Y),
I'ensemble des opérateurs de rang fini. Donc on a :

Fi(X,Y) = {T € LC(X,Y): T est de rang fini}.
Il résulte de la définition ci-haut que

Fi(X,Y) c LC(X,Y).
3.3. Proposition

Soit (X, @ -)) un espace de Hilbert sur F = R ou
C, de dimension m €N, avec ||-|| la norme associée au
produit scalaire (- | -).Alors tout endomorphisme T de X
est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Preuve :

Soit T un endomorphisme de X. Puisque X est
par hypothése un espace normé de dimension m € N,
on a dune part T[X] < +o et dautre part, T €
LC(X,X) [SCHWART ,[1970] ],

Soit donnée {e;:1 <i<m}, une base
hilbertienne de X. Vie{l,--,m}., [|Tell> est
un réel 2 0. Par conséquent Y, || Te;||? est une somme
finie, c'est-a-dire X2,||Te;]|? est un réel >0 =

2. 1ITe;ll? < +oo etdonc T € HS(X, X).

3.4. Théoréme

Soient (X,(-]+),) et (Y,(-]),) deux espaces
de Hilbert sur F =R ou C, de normes respectives |||,
et ||-|l,. Considérons T € LC(X,Y). Si T € Fi(X,Y),
alorsT € HS(X,Y).

Preuve :

SoitCunréel > 0etT € LC(X,Y) tel que T est
de rang fini. Alors par définition on a dimT[X] < 4co.
Considérons B = {e;:i € I} une base hilbertienne de X.

Onadonc B ¢ X=T[B] c T[X]=dimT[B] < +oo.
D’ou on peut trouver j = fini c 1
Tel que: Te;= Te; si je/et Te; =0 sii¢]

% VieA=fini c(U\J]), Te;= 6
= [|Teill3=0 Vie A. =X;c4llTe;ll3=0
=Yica\plTellz3=0

< Pour E=/, 'ensemble {Te;:j € J} est fini

Par suite les ||Te;||, sont des réels positifs en nombre

fini. D’ou il existe unréel r = tel que
14cardE

[Tejll, <7, vj€E;

, T C .
C'est-a-dire||Te;|, < /m ,Vj EE

2
=|ITell, <

C .
1+cardE ’ Vj€E

<C

2
:ZjEE”Tej“z < cardE .1+c2rdE

C'est-a-dire sz]||Te,-||§ <C.Or 1=Ju (I \)).D'on

leTeillz =Z||Tej||§ + Z ITe;l13 = ZIIT%IIE <cC

i€l JEJ i€(I\J)) JjEJ
Donc Y llTell; < C.
Ce qui signifie d’'aprés 2.4 que T € HS(X,Y).

3.5. Remarque

I découle du théoréme ci-dessus que si

X, (191, (Y, (- 1-),) sont des espaces de Hilbert sur

un méme corps F = R ou C et T:X — Y un opérateur

linéaire, alors on a l'inclusion: Fi(X,Y) c HS(X,Y).

Et puisque d’aprés 2.6, on a HS(X,Y) c LC(X,Y), il

vient que
Fi(X,Y) € HS(X,Y) c LC(X,Y)

4. Opérateurs compacts

4.1. Définition

Soient (X, |Ill,) et (Y,|Ill,) deux espaces
normés sur un corps F = R ou C. Un opérateur linéaire
T:X — Y estdit compact si quel que soit un borné A
de X (pour ||-|l;), 'ensemble T[A] est relativement
compact [CHEBLI,[2021]], c'est-a-dire si 'ensemble

T[A] est compact dans Y.

On note :
CO(X,Y) = {T : X — Y/ Test linéaire et compact}.

4.2. Remarque :



Les caractérisations de ces opérateurs et la
structure vectorielle de leur espace sont développées
dans bon nombre d’ouvrages d’Analyse fonctionnelle et
autres monographies [CHATTERJI,
[1970] ;SCHWART, [1979]; DIEUDONNE, , [1969];
TRENOGUINE,[1985] , AMANA,[2012] , BOUMENAKH
et BOULHELA , [2020] et CHEBLI ,[2021] ].

.4.3. Théoreme

Soient (X, (-|-);) et (Y,(-|-);) deux espaces de Hilbert
sur F = R ou C, de normes respectives |||, et ||*].

Si T € HS(X,Y), alors T € CO(X,Y).

Preuve :

Soit T € HS(X, Y) et {e;:i € I} une base hilbertienne de X.
Définitions une famille d’opérateurs de rang fini par la
formule :

Ajxu=(uley),  Vikelet vueX

(i) Montrons que la famille {Aj:j,k€l} est un
systeme orthonormal dans HS(X,Y).
En effet, viel, ona:

(Aj'klAf'k)Hs = Z(Aj,kedAf’kei)z , Vj,k,‘f el

iel
= > (eiley), - Cledx
icl '
_{O Si i#joui# ¢
"l siiz=joeti= ¢
(i) Montrons que la famille {A]-,k:j,k € I} est totale.
Mais alors on a (T|Ajx) . = (Tejex),-
Si (T|Ajx), =0Vi, k€L, alors (Tejlex), =0 v;,
kel
etdoncTej =6 = T = 6.
Il résulte de (i) et (ii) que la famille {A]-,k:j,k € I} est
une base orthonormée de HS(X,Y).

Selon les caractérisations de la compacité d’'une
application linéaire [ TAHAR, 2021 ], on conclut que T
est adhérent a 'ensemble des opérateurs de rang fini
et donc T est compact.

4.4 Théoréeme :

Q) Si X,(-1)1) et (Y,(-]-),) sont des espaces de
Hilbert sur F = R ou C, de normes respectives |||,
et ||-|l,, alorson a:

Fi(X,Y) c HS(X,Y) C CO(X,Y) c LC(X,Y).

(2) Soit (X,(-1-)1) et (Y,(-]-),) des espaces de Hilbert
sur F = R ou C, tel que X ou Y est de dimension
finie .Alors

Fi(X,Y) = HS(X,Y) = CO(X,Y) = LC(X,Y)

Preuve :

(1) Notons qu'en 3.5 et 4.3. nous avons établi les
inclusions Fi(X,Y) € HS(X,Y) et HSX,Y) c
CO(X,Y)=Fi(X,Y) c HS(X,Y) c CO(X,Y).

En supposant X et Y normés donc sans exiger que
X et Y soient des espaces de Hilbert, nous
savons que co(X,Y) c

LC(X,Y) [BOUMENAKH et BOULHELA ,2020],SCHWART, [

Ce qui acheve (1).

(2) Si dimX <+ alors T € LC(X,Y)=>dimT[X] <
dimX < +oo d’'ou T € Fi(X,Y). Si dimY < +o
alors TEeLCX,Y) = dimT[X] < dimY < 4+

et donc T € Fi(X,Y). Par suite
LC(X,Y) c Fi(X,Y), d'ou le résultat a cause de
@

5.Représentation spectrale des opérateurs des
Hilbert-Schmidt

5.1. Théoréme

Soit (X,(-1)) un espace de Hilbert séparable
sur R ou C, de norme ||-||. Considérons T € LC(X,X)
tel que T est hermitien compact et (A,),»1 la suite des
valeurs propres non nulles de T. Alors T admet la
représentation spectrale :

T= Z;iol AnPy

oup, est la projection orthogonale de X sur E, =
Ker(T — A,1dy).

Preuve :

Soient A4, A,, -+ les termes de la suite des valeurs
propres différentes de 0 de T. D’aprés le théoreme
spectral , on a pour tout n €N :

[Anl > |Ane1] [CHATTERJI, [1998]],

Toujours par le méme théoréme on sait que I'ensemble
o(T) n'est pas vide. Et puisque T est hermitien
compact, il existe A, € o(T) tel que

A =TIl

La suite (Ay)n=1 peut étre finie ou infinie dénombrable.
Si elle est infinie, d’aprés le théoréme spectral, on a :

nl—1>r-}1:100 A=0,()

Soit q € N. Pour tout k dans {1,2,---,q}, E =
(T — Akldy) est le sous-espace propre correspndant a
la valeur propre 4, # 0. On sait de plus que E,_ est de
dimension finie et on a E, LE;, pour k #{¢ dans

{1: 2;:q}

Considérons P« le projecteur de X sur E, . Alors : Py
pe = Py, , ol p, désigne la fonction spectrale de T
avec

0 si A<m=inf{(Tx|x):||x|l =1}

pe) =1 . _ il =

Isi A=>M = sup{(Tx|x): [|x|| = 1}
etl =Y, P pourA = Aq.
De ce qui précede, on peut écrire :

IoT =YJ_, ToPy , (i)



Si x € X, alors Pkx€E,, . Il s’en suit que ToPyx =
APyx, c’est-a-direvk = 1,2,..,q, ona

ToPx =AePy, (i)
D,Ol‘J, on a: peoToPk = 8kg)\kpk = Sk{z TOPk

£
t=

Posons  (ey,) kl, fx €N, la base orthogonalede

¢ ¢
E}Lk.AlorS Pk = Ztil(. |ekt)ekt ethx = Ztil(x|ekt)ekt,
vV XxX€eX

Ainsidoncvx € X.,ona:

P oTx = Zf’;l(Tx|ekt)ekt
= Zfil(xlTekt)ekt

= Zﬁil(xllkekt)ekt

Cr
= Ak Z(ﬂekt)ekt
t=1

= /lk'ka
=ToPrx
=ProTx = ToPyx, (iv)
Si nous notons parS; =P, , S, =P, +P, , ..., nous

obtenons la suite (S,)n»1 telle queS, = Yp_, P etona:

ToSy = Xty ToPy (V)
Par suite, on a :ToS,= S,0To0S,, , (Vi)
Les relations (iv) et (vi) impliquent :

ShoT = S,0ToS, = ToS,, , (vii)

n

Puisque S, est le projecteur de X sur @ E,_ , on
saitque (Idxy —S,) est le projecteurk Eel X sur
kgalEi;( [TRENOGUINE,[1985] ]. Appliquons (vii) au

projecteur (Idgx —S,):

To(ldy — Sp) =T — Xy A Px = (Idx — Sp)oTo(ldy —
Sp) = (Idx — Sp)oT , (viii)

Comme T est compact et Sn borné, d’aprés les
propriétés des opérateurs compacts,To(Idy — Sy)est
compact [SCHWART, [1970]; TRENOGUINE , [1985]
], . Montrons que les valeurs propres non nulles de
To(Idy — Sp)sont les nombres A,.q1, Ayyz -, €tc.

En effet, supposons que :
(To(IdX — Sn))x =xA#0et x #6
Alors
[(Idx — Sp)oTo(Idgx — Sp)] x = A(Idx — Sp)x
Dot (To(ldg — Sy))x = A(ldg — Sp)x
Ce qui prouve que, si x est un vecteur propre de

To(Idg — S,) alors (Idgx — S,)x est un vecteur propre de
T, donc que les valeurs propres non nulles de (Idx —

S,)oT appartiennent a I'ensemble {Ay :k € N} des
valeurs propres de T.

Pouri=A1;,0ona:

(Idg — Sp)x = Pro(Idgx — S,)x
0 si k<

n .
- {Pk(x) si k>n’ ()
Donc To(ldg —S,) a pour valeurs propres
'ensemble {A,,1,An4+2, ). Et puisque T est compact,
et que ||T||, = |A4], on a donc

ITo(ldx — Splle = [Ans4l

- Supposons que le nombre N de valeurs propres
non nulles de T est fini, c’est-a-dire N € {1, 2,,---n},
n eN. Alors d’'apres la relation (ix), on a ||[To(Idx —
Swxll = 0.
=L’ensemble{||To(Idx — S x|l : x € X et [|x]| =1}
est majoré par 0
=0 < sup{||To(ldx — Sx| :x€X et |x|| =1} <0
=|ITo(ldx — Spll. =0, (x)
Mais alors la relation (x) donne : (v)

0 = ||To(Idx — Sp)ll. = IT — ToS,|l.

N N
T—ZTOPk T—Z)\kPk
k=1 k=1

N
T— Z )\kPk =0

k=1 ¥
= T-YN APy =2z (aveczlopérateur nul)
= T= Zg:]_ )\kPk,(Xi)

)
=

*

=

- Pour N infini, alors on applique la relation (i) pour
avoir :
lim [|To(Idx — Sy)ll.
n-+oo

lim |2, [[[Idx — Syl
n--+oo

= | Jim a1y = Sull. = 0
n—-+oo

Or |ITo(Idx — Sl = IT — Z=; APl
Dot il vient que lim [IT — Xi_; AcPill. = 0

Ce dernier résultat revient a dire :
vréel €¢>0, 3k € N tel que

va(neN etn = k) = IT- X2 MPall. <€
[DONEDDU, [1984] ]

Ce qui signifie que la série >} A, P, est convergente
dans LC(X,X)(pour |||l.) et elle converge vers T. On
écrit ;T = 212 AP,

5.2 Théoréeme

Soit | un ensemble infini non dénombrable et
(X,¢:19) un espace de Hibert de dimension
hilbertienne égale cardl > y;. Considérons T €
LC(X,X) tel que T € HS(X,X) et la famille ()i de
valeurs propres non nulles de T. Alors T admet la
représentation spectrale :



T = Yia AP

ol Pi désigne la projection orthogonale de X sur E,, =
Ker(T — A;ldy).

Preuve :

Soit un réel &> 0 et considérons {A;:i €1} =
op(T) , ensemble infini non dénombrable . Alors on sait
que op(T) \{0}={);:ie}esttelque lim (Sx, K€
gD,<)=0

ol (S, Ke (), <) est la suite généralisée
engendrée par la famille (4;);g . Soit JcI avec J
finie. Alors pour tout i € J, E;, = Ker(T —Ajldx) est le
sous-espace propre correspondant a la valeur
propre A; # 0. Aussi, sait-on que E,, est de dimension
finie eton a E,, L E;, pouri=#tdansJ.

Posons: Gy= @ E, et Fj=Gj
ie]

D’aprés SCHWART,[1970] et KOITA , [2021], on a
F,c X et T hermiten =TI[F] c F; et l'opérateur
TF]induit par T sur F; est un opérateur hermitien
compact tel que

2p(Te )\ {0} = (i € B\ i €]

={:iel\]}
De plus, la norme d’'opérateur de Tg, est donnée par :

s, || = maxtinl <1 e 1\ 33 SN0
[CHATTERJI, [1998] ]

Pour chaquei € J, considérons P; le projecteur
de X sur Ey,. Si x € X, alors Px € Ej,. Il s’en suit que
ToP; x = \;P; x; c’est-a-dire pour chaque j € J, ToP; =
A; Py, (ii)

Et comme Gy = & E,, le projecteur orthogonal de X
ie]
sur Gy est ;¢ P. Dés lors pour x € X, ona:
X =X + M| aVeCX] = ZiE] PiX € G] et M| € F]
Dot x — YigPx =x—x; =y EFj.
On obtient d’une part,
[ITCx = Ziey Pl = [[Tx = T(Zigy P,
= "Tx — Ziej(TOPi)X”a (i)

D’autre part,

T x—zpix TF] X—ZPix

ie] ie]

< |7 || llx = Zigy Pl )

Mais puisque Y;¢; Pix est le projecteur de X sur
Gs, on sait que I'application (Idy —Y;P) est le
projecteur de X sur G]l =F; et d'aprés les propriétés
de la projection orthogonale on a :

X = Siey Pex]| = [| (1 = By ]| < lixll ()
[TRENOGUINE, [1985] ],

En tenant compte de (v), la relation (iv) devient :

T X_—_Z@i_
i)

= max{|A;| : i € I\J} - [Ix]l, (vi)
Or d’apres (ii), (ToP,) = 4;P..

>
liA
1
£
&

D’ou (iii) s’écrit :

T X—ZPix = TX—Z)\iPiX

i) S
= |I(T = Zig MP)x|| , (vii)

Les relations (vii) et (vi) donnent :

T= > AR ||| < max(iAl s i € 1\ ]} -

ie]

Pour [|x]| # 0, on recourt aux résultats sur les
familles sommables dans un espace de Banach
[BOUVIER,[1971] ] pour conclure que I'ensemble

K= {7\1 i€l avec || = i}est fini.

I

Mais alors vV J €F(l) avec KcJ et K fini,ona:

T —Z)\iPi x| < max{|A;]| i€ I\]}IIxl
i)
< max{|A;] : i € I\ K}~ [Ix|
<e&.

Donc ||(T - ZigAiP)x|| < &
Et ainsi 'ensemble

D ={[|(T—ZigAiP)x|| : x € X et [Ix] = 1}est majoré
par e. Il s’en suit que supD <e¢g, c'est-a-dire ||(T—
2:i617‘ipi)||* =e€

Résumé : V réel € >0,3 K €(l) tel que
K cjc I et]fini=|(T-ZigAP)| <e

Donc daprés la caractérisation de familles
sommables, la famille (A;P)ig; est sommable dans

LC(X,X) [pour ||-|l,], de somme T [BOUVIER, [1971] ;
CHOQUET, [1964] ] . D’ou on écrit par définition



T = Yier AiPi

6. Conclusion
Cette étude a conduit a 2 principaux résultats :

1. Le lien entre les ensembles d’opérateurs Fi(X,Y),

HS(X,Y); CO(X,Y)et LC(X,Y)
1.a)Si (X,(-]-),) et (¥,(-]-),) sont des espaces de
Hilbert sur F = R ou C, de normes respectives [|-||;et
[|-l|, alorson a :

Fi(X,Y) c HS(X,Y) c CO(X,Y) c LC(X,Y)
1.b) Soient (X, (-|-);) et (Y,(-]|-);) des espaces de
Hilbert sur F = R ou C, tels que X ou Y est de
dimension finie. Alors

Fi(X,Y) = HS(X,Y) = CO(X,Y) = LC(X,Y)

2. La représentation spectrale des opérateurs de

Hilbert-Schmidt
Soir X un espace de Hilbert sur F=R ou C.

2.a) Si T est hermitien de rang fini, alors

T € HS(X,X) = Fi(X,X) = CO(X,X) = LC(X,X)
et T admet la représentation spectrale :
T=YN &P, (N €N);avecP, la projection
orthogonale de X sur E;, = Ker(T — A Idy) ,
et T la somme d’un nombre fini des termes.
2.b) Si T est de dimension infinie et X est séparable,
alors

T € HS(X,X) =T € CO(X,X) n Herm(X,X)
et T admet la décomposition spectrale :

400
T= Z AP,
n=1

oup, est la projection orthogonale de X sur E, =
Ker(T — A,,Idx) et T est la somme de Y} A,P,, série
convergente dans LC(X,X) [pour ||]l.].

2.c) Si T est de dimension infinie et X est non
séparable, alors

T € HS(X,X) = T € CO(X,X) N Herm(X,X)

et T admet la représentation spectrale: T =
Yier APy
et avec P; la projection orthogonale de X sur E; =
Ker(T — A;ldy), T la somme de la famille (1;P;)ie
sommable dans LC(X,X) [pour ||-|l.]. Et I 'ensemble
infini non dénombrable tel que car dl = dimension
hilbertienne de X.

Résumé

Définis entre deux espaces de Hilbert (X (.].);)
et (Y,(.].)2), les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont
présentés de fagcon sommaire par la quasi-totalité
d’auteurs. lls sont en effet définis dans le contexte de
sommabilité d’une famille double dans [0, +=[ comme
on peut le voir & travers ce texte. Nous avons montré
gu’en dimension finie, ces opérateurs sont confondus
avec les opérateurs de rang fini et ceux dits compacts.
Tandis qu’en dimension infinie, les espaces de ces

trois types d’opérateurs sont inclus les uns dans les
autres. Pour ce qui est de leur représentation
spectrale, cela tient compte de leur dimension et du fait
que lespace (X(.|.)1) est séparable ou non
séparable.

Mots clés : Représentation spectrale, opérateur de
Hilbert-Schmidt, espace de Hilbert.
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