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and the fact that the space  (X (. |. )1) is separable or no separable. 
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I. INTRODUCTION 

 
Les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont d’après 

AMBLARD, [2022] ; CHEBLI, [2021] ; BOUMENAKH et 

BOULHELA, [2020] ; GUELFAND et VILENKIN, 

[1967] ;GHERARA,[2019] et AMANA, [2012], une classe 

d’opérateurs compacts définis essentiellement entre 

des espaces de Hilbert. Ces derniers constituent un 

domaine fondamental des applications de l’analyse 

fonctionnelle à la physique et aux sciences de 

l’ingénieur ( SCHWART [1970] ; GIRAULT, [2022] ). 

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel X 

muni d’un produit scalaire (. |. ), qui est de plus complet 

pour la norme ‖. ‖ associée au produit scalaire. 

Comme tout espace vectoriel possède une base 

vectorielle, tout espace de Hilbert admet, lui, une base 

hilbertienne [GHERARA ,[2019] ]. C’est une famille 

{𝑒𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼 } dans l’espace X et vérifiant les propriétés : 

- la famille (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 est orthonormée. 

- le sous-espace M engendrée par la famille (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼  est 

dense dans X. 

La représentation spectrale ou plus 

généralement la théorie spectrale est la théorie 

étendant à des opérateurs définis sur des espaces 

fonctionnels généraux, la théorie élémentaire des 

valeurs propres et des vecteurs propres , des matrices 

( [CARMONA, [2022]  ; GIRAULT, [2022]  ; CHIANI et 

ELZANATY, , [2019] ; XIMING, [2020] ] ). Donc, dans 

ce travail il est question de voir comment se présente 

la décomposition spectrale des opérateurs de Hilbert-

Schmidt. 

L’étude de ces opérateurs requiert deux approches. On 

se limite : 

-  Soit aux espaces de Hilbert séparables [MARTIAS, 

[1981] ] auquel cas on parlera des séries 

convergentes ; 

- Soit aux espaces de Hilbert quelconques [GIRAULT, 

[2022]] où l’on recourt généralement à la notion des 

familles sommables. 

Etant donné que la théorie de sommabilité est 

un concept plus fort et globalisant que celle des séries 

convergentes, les points traités ci-dessous visent les 

espaces de Hilbert quelconques. 

1. Opérateurs de Hilbert-Schmidt  

 

Dans cette section, nous définissons ce qu’on 

entend par un opérateur de Hilbert-Schmidt. 
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2.1. Proposition : 

Soit T ∈ LC(X,Y). Considérons {ei ∶ i ∈ I} une 

base hilbertienne de X et {uk ∶ k ∈ K} une base 

hilbertienne de Y. Alors la famille double 

(‖(Tei|uk)2uk‖2
2)(i,k)∈IxK = (|(Tei|uk)2|2)(i,k)∈IxK est telle 

que : 

∑ (∑|(Tei|uk)2|2

k∈K

)

i∈I

= ∑ (∑|(Tei|uk)2|2

i∈I

)

k∈K

= ∑ |(Tei|uk)2|2

(i,k)∈IxK

≤ +∞ 

 

De plus       ∑ |(Tei|uk)2|2
(i,k)∈IxK = ∑ ‖Tei‖2

2
i∈I  

Preuve : 

 

(1) Il suffit de poser (|(Tei|uk)2|2)(i,k)∈𝐼𝑥𝐾 =

(aij)(i,j)∈𝐼𝑥𝐽
 et appliquer la théorème de Fubini 

pour les sommes pour avoir le résultat 

[CHATTERJI, ,[1997] ]  

(2) Concernant la somme ∑ |(Tei|uk)2|2 =(i,k)∈IxK

∑ ‖Tei‖2
2

i∈I , c’est l’application de l’identité de 

Parseval  [CHATTERJI,[1998] ] et du théorème 

de sommation par paquets  [BOUVIER,[1971],et 

SCHWART ,[1970] ]. 

Comme nous le voyons ; cette somme ∑ ‖Tei‖2
2

i∈I  peut 

être finie ou infinie. Qu’explique-t-elle lorsque’elle est 

finie ? C’est ce que nous verrons dans la suite. 

2.2. Proposition 

Soit T ∈ LC(X,Y). Considérons {ei ∶ i ∈ I} une base 

hilbertienne de X et {uk ∶ k ∈ K} une base hilbertienne 

de Y. Alors on a : 

  ∑ ‖Tei‖2
2 = ∑ ‖T∗uk‖1

2
k∈Ki∈I  

Preuve : 

∀ x ∈ X et ∀ y ∈ Y, d’après l’identité de Parseval :  

‖x‖2 = ∑|(ei|x)1|2    et   ‖y‖2 = ∑|(y|uk)2|2.     

k∈Ki∈I

 

Puisque Tei ∈ Y, T∗uk ∈ X et étant donné que {𝑖} × 𝐾 et 

𝐼 × {𝑘} réalisent des partitions de 𝐼 × 𝐾, on a : 

∑ ‖Tei‖2
2 = ∑ |(Tei|uk)2|2

(i,k)∈IxKi∈I d’après la proposition 

au point 2.1. 

=  ∑ (∑ |(Tei|uk)2|2
k∈K )i∈I , d’après le théorème sur le 

produit des familles                                                      

sommables  [SCHWART,[1961] ] 

=  ∑ (∑ |(ei|T
∗uk)1|2

k∈K )i∈I , d’après l’adjoint hilbertien   

[SCHWART, [1979] et CHEBLI,, [2021] ] 

= ∑ (∑ |(ei|T
∗uk)1|2

i∈I )k∈K , d’après le théorème de 

Fubini  [CHATTERJI,[1997] ] 

= ∑ ‖T∗uk‖1
2

k∈K , par application de l’identité de 

Parseval. 

Donc ∑ ‖Tei‖2
2

i∈I =  ∑ ‖T∗uk‖1
2

k∈K  

2.3. Proposition : 

Soient 𝑇 ∈  𝐿𝐶(𝑋, 𝑌).  Considérons{ei ∶ i ∈ I} et 

{fj ∶ j ∈ J} deux bases hilbertiennes de X. 

Alors :∑ ‖Tei‖2
2 =i∈I ∑ ‖Tfj‖2

2
j∈J  

Preuve . 

On note que si E1 = {ei  : i ∈ I} et E2 = {fj  : j ∈ J} 

sont deux bases hilbertiennes de X, alors la dimension 

hilbertienne de 𝐸1 est égale à la dimension hilbertienne 

de 𝐸2 quelque soit 𝑑𝑖𝑚𝑋. Il en résulte que les familles 

(‖Tei‖2
2)i∈I  et  (‖Tfj‖2

2
)

j∈J
  sont équivalentes et ont 

mêmes sommes, c’est-à-dire ∑ ‖Tei‖2
2 =i∈I ∑ ‖Tfj‖2

2
j∈J   

[SCHWART,  [1970] ], 

2.4. Définition : 

Considérons T ∈ LC(X,Y). On dit que T est un 

opérateur de Hilbert-Schmidt ssi il existe une base 

hilbertienne  {ei ∶ i ∈ I} de X telle que ∑ ‖Tei‖2
2 < +∞i∈I . 

[MESSAOUD,[2017] ,BOUMENAKH,[2020]  et 

CHEBLI,[2021] ] 

Remarquons que d’après la proposition 2.3, 

cette définition ne dépend pas de la base hilbertienne 

{ei ∶ i ∈ I}de X choisie. 

2.5. Remarque 

D’après la définition ci-dessus, pour 𝑇 ∈

 𝐿𝐶(𝑋, 𝑌), on dit que T est de Hilbert-Schmidt si la 

famille double (|(Tei|uk)2|2)(i,k)∈IxK  de la proposition 

2.1. est sommable dans ℝ et sa somme vaut  

∑ |(Tei|uk)2|2 = ∑ ‖Tei‖2
2 < +∞i∈I(i,k)∈IxK . 

Ce qui revient aussi à dire que la famille 

(‖Tei‖2
2)i∈I est sommable dans ℝ, de somme 

∑ ‖Tei‖2
2 < +∞i∈I . 

2.6. Notation 

Soient (X, (∙ | ∙)1) et  (Y, (. |. )2) deux espaces de 

Hilbert sur 𝔽= ℝ ou ℂ, de normes respectives 

‖∙‖1   et ‖∙‖2,. Alors on note par 𝐻𝑆(𝑋, 𝑌), l’ensemble des 

opérateurs de Hilbert-Schmidt. Donc on a : 

𝐻𝑆(𝑋, 𝑌)  =  {𝑇 ∈ 𝐿𝐶(𝑋, 𝑌) :   𝑇  𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒  

𝐻𝑖𝑙𝑏𝑒𝑟𝑡 − 𝑆𝑐ℎ𝑚𝑖𝑑𝑡} 

Il résulte de la définition ci-dessus que  

   𝐻𝑆(𝑋, 𝑌)  ⊂  𝐿𝐶(𝑋, 𝑌). 

2.7. Remarque : 
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On affirmeque si 𝑋 et 𝑌 sont des espaces de 

Hilbert,  alors l’ensemble 𝐻𝑆(𝑋, 𝑌) est un espace 

vectoriel sur 𝔽= ℝ ou ℂ pour les opérateurs usuelles 

[GUELFAND et VILENKIN , 1967] ]  . 

2. Opérateurs de rang fini 

 

Dans cette section, nous nous intéressons aux 

opérateurs de rang fini entre deux espaces de Hilbert. 

Un résultat important est que tout opérateur de rang fini 

est un opérateur de Hilbert-Schmidt. 

3.1. Définition 

Soient (X, (∙ | ∙)1) et (Y, (∙ | ∙)2)  deux espaces de 

Hilbert sur 𝔽 = ℝ ou ℂ. Considérons                 𝑇 ∈

 𝐿𝐶(𝑋, 𝑌). On dit que T est un opérateur de rang fini ssi 

le sous-espace vectoriel engendré par 𝑇[𝑋] est de 

dimension finie, [CHEBLI, [2021] ]. 

3.2. Notation 

Soient (X, (∙ | ∙)1) et (Y, (∙ | ∙)2)  deux espaces de 

Hilbert sur 𝔽 = ℝ ou ℂ. Alors on note par 𝐹𝑖(𝑋, 𝑌), 

l’ensemble des opérateurs de rang fini. Donc on a : 

𝐹𝑖(𝑋, 𝑌)  =  {𝑇 ∈  𝐿𝐶(𝑋, 𝑌) : T est de rang fini}. 

Il résulte de la définition ci-haut que 

 𝐹𝑖(𝑋, 𝑌)  ⊂  𝐿𝐶(𝑋, 𝑌). 

3.3. Proposition 

Soit (X, (∙ | ∙)) un espace de Hilbert sur 𝔽 = ℝ ou 

ℂ, de dimension m ∈ℕ, avec ‖∙‖ la norme associée au 

produit scalaire (∙ | ∙).Alors tout endomorphisme T de X 

est un opérateur de Hilbert-Schmidt. 

Preuve : 

Soit T un endomorphisme de X. Puisque X est 

par hypothèse un espace normé de dimension 𝑚 ∈ ℕ, 

on a d’une part 𝑇[𝑋]  <  + ∞ et d’autre part, 𝑇 ∈

𝐿𝐶(𝑋, 𝑋)  [𝑆𝐶𝐻𝑊𝐴𝑅𝑇 , [1970] ],      . 

Soit donnée {ei ∶ 1 ≤ i ≤ m}, une base 

hilbertienne de X. ∀i ∈ {1, ⋯ , m}., ‖Tei‖
2 est                

un réel ≥ 0. Par conséquent ∑ ‖Tei‖
2m

i=1  est une somme 

finie, c’est-à-dire ∑ ‖Tei‖
2m

i=1  est     un réel ≥ 0 ⟹

∑ ‖Tei‖
2 < +∞m

i=1  et donc 𝑇 ∈  𝐻𝑆(𝑋, 𝑋). 

3.4. Théorème 

Soient  (X, (∙ | ∙)1) et  (Y, (∙ | ∙)2) deux espaces 

de Hilbert sur 𝔽 = ℝ ou ℂ, de normes respectives ‖∙‖1 

et ‖∙‖2. Considérons 𝑇 ∈  𝐿𝐶(𝑋, 𝑌). Si 𝑇 ∈  𝐹𝑖(𝑋, 𝑌), 

alors 𝑇 ∈  𝐻𝑆(𝑋, 𝑌). 

Preuve : 

Soit C un réel >  0 et 𝑇 ∈  𝐿𝐶(𝑋, 𝑌) tel que T est 

de rang fini. Alors par définition on a dim𝑇[𝑋] < +∞. 

Considérons B = {ei: i ∈ I} une base hilbertienne de X. 

On a donc 𝐵 ⊂  𝑋⟹𝑇[𝐵]  ⊂  𝑇[𝑋]⟹𝑑𝑖𝑚𝑇[𝐵] < +∞. 

D’où on peut trouver j = fini ⊂ I 

Tel que: Tei= Tej si  j∈J et  Tei = 𝜃  si i∉ J 

❖ ∀𝑖 ∈ 𝐴 = 𝑓𝑖𝑛𝑖 ⊂ (𝐼 ∖ 𝐽),    Tei =  𝜃 

⟹ ‖Tei‖2
2 = 0  ∀𝑖 ∈ 𝐴 .   ⟹∑ ‖𝑇𝑒𝑖‖2

2
𝑖∈𝐴 = 0 

⟹∑ ‖𝑇𝑒𝑖‖2
2

𝑖∈(𝐼 ∖𝐽), = 0 

❖ Pour E=J, l’ensemble  {Tej: j ∈ J} est fini 

Par suite les ‖Tej‖2
 sont des réels positifs en nombre 

fini. D’où il existe un réel  r = √
C

1+cardE
   tel que 

‖Tej‖2
≤ 𝑟,   ∀𝑗 ∈ 𝐸 ; 

C’est-à-dire‖Tej‖2
≤ √

C

1+cardE
 , ∀𝑗 ∈ 𝐸  

⟹‖Tej‖2

2
≤

C

1+cardE
 ,   ∀j ∈ E 

⟹∑ ‖𝑇𝑒𝑗‖
2

2
𝑗∈𝐸 ≤ 𝑐𝑎𝑟𝑑𝐸 ∙

𝐶

1+𝑐𝑎𝑟𝑑𝐸
  ≤ 𝐶 

C’est-à-dire ∑ ‖Te𝑗‖
2

2
j∈J ≤ C . Or  I = J ∪  (𝐼 ∖ 𝐽). 𝐷′𝑜ù  

∑‖𝑇𝑒𝑖‖2
2

𝑖∈𝐼

= ∑‖𝑇𝑒𝑗‖
2

2

𝑗∈𝐽

 + ∑ ‖𝑇𝑒𝑖‖2
2

𝑖∈(𝐼∖𝐽)

=  ∑‖𝑇𝑒𝑗‖
2

2

𝑗∈𝐽

 < 𝐶 

Donc   ∑ ‖𝑇𝑒𝑖‖2
2

𝑖∈𝐼  < 𝐶. 

Ce qui signifie d’après 2.4 que 𝑇 ∈  𝐻𝑆(𝑋, 𝑌). 

3.5. Remarque 

Il découle du théorème ci-dessus que si 

(X, (∙ | ∙)1), (Y, (∙ | ∙)2) sont des espaces de Hilbert sur 

un même corps 𝔽 = ℝ ou ℂ et T :X → Y un opérateur 

linéaire, alors on a l’inclusion :       𝐹𝑖(𝑋, 𝑌)  ⊂  𝐻𝑆(𝑋, 𝑌). 

Et puisque d’après 2.6, on a 𝐻𝑆(𝑋, 𝑌)  ⊂  𝐿𝐶(𝑋, 𝑌), il 

vient que 

  𝐹𝑖(𝑋, 𝑌)  ⊂  𝐻𝑆(𝑋, 𝑌)  ⊂  𝐿𝐶(𝑋, 𝑌) 

4. Opérateurs compacts 

4.1. Définition    

Soient (X, ‖∙‖1) et (Y, ‖∙‖2) deux espaces 

normés sur un corps 𝔽 = ℝ ou ℂ. Un opérateur linéaire 

𝑇 : 𝑋 ⟶  𝑌 est dit compact si quel que soit un borné A 

de X (pour ‖∙‖1), l’ensemble T[A] est relativement 

compact [𝐶𝐻𝐸𝐵𝐿𝐼, [2021]], c’est-à-dire si l’ensemble 

T[A]̅̅ ̅̅ ̅̅  est compact dans Y. 

On note : 

CO(X, Y) = {T ∶ X ⟶ Y/ Test linéaire et compact}. 

4.2. Remarque :  
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Les caractérisations de ces opérateurs et la 

structure vectorielle de leur espace sont développées 

dans bon nombre d’ouvrages d’Analyse fonctionnelle et 

autres monographies [CHATTERJI, 

[1970] ;SCHWART, [1979] ; DIEUDONNE , , [1969] ; 

TRENOGUINE,[1985] , AMANA,[2012] , BOUMENAKH 

et BOULHELA , [2020]  et CHEBLI ,[2021]  ]. 

.4.3. Théorème 

Soient (X, (∙ | ∙)1)  et (Y, (∙ | ∙)2) deux espaces de Hilbert 

sur 𝔽 = ℝ ou ℂ, de normes respectives ‖∙‖1 et ‖∙‖2. 

Si T ∈ HS(X,Y), alors T ∈ CO(X,Y).  

Preuve : 

Soit T ∈ HS(X, Y) et {ei: i ∈ I} une base hilbertienne de X.  

Définitions une famille d’opérateurs de rang fini par la 

formule : 

  Aj,k u = (u|ej)1,k
 , ∀j, k ∈ Iet  ∀ u ∈ X. 

(i) Montrons que la famille {Aj,k: j, k ∈ I} est un 

système orthonormal  dans 𝐻𝑆(𝑋, 𝑌). 

En effet, ∀ i ∈ I,  on a : 

(Aj,k|Aℓ,𝑘)
HS

= ∑(Aj,kei|Aℓ,kei)2
i∈I

 ,    ∀j, k, ℓ ∈ I 

= ∑(𝑒𝑖|𝑒𝑗)
1,k

i∈I

∙ (𝑒𝑖|eℓ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
1,k 

= {
0    Si   i ≠ j  ou  i ≠  ℓ
1   si  i = j   et  i =  ℓ  

 

(ii) Montrons que la famille {Aj,k: j, k ∈ I} est totale. 

Mais alors on a (T|Aj,k)
HS

= (Tej|ek)
2
. 

Si (T|Aj,k)
HS

= 0 ∀j, k ∈ I, , alors  (Tej|ek)
2

= 0     ∀𝑗 ,

𝑘 ∈ 𝐼.      

et donc 𝑇𝑒𝑗 =  𝜃  ⟹   𝑇 =  𝜃. 

Il résulte de (i) et (ii) que la famille {Aj,k: j, k ∈ I} est 

une base orthonormée de 𝐻𝑆(𝑋, 𝑌). 

Selon les caractérisations de la compacité d’une 

application linéaire [ TAHAR, 2021 ], on conclut que T 

est adhérent à l’ensemble des opérateurs de rang fini 

et donc T est compact.    

4.4.Théorème : 

(1) Si (X, (∙ | ∙)1) et (Y, (∙ | ∙)2) sont des espaces de 

Hilbert sur 𝔽 = ℝ ou ℂ, de normes respectives ‖∙‖1 

et ‖∙‖2, alors on a : 

𝐹𝑖(𝑋, 𝑌) ⊂ 𝐻𝑆(𝑋, 𝑌) ⊂ 𝐶𝑂(𝑋, 𝑌) ⊂ 𝐿𝐶(𝑋, 𝑌). 

(2) Soit (X, (∙ | ∙)1) et (Y, (∙ | ∙)2) des espaces de Hilbert 

sur 𝔽 = ℝ ou ℂ, tel que X ou Y est de dimension 

finie .Alors 

𝐹𝑖(𝑋, 𝑌) =  𝐻𝑆(𝑋, 𝑌) =  𝐶𝑂(𝑋, 𝑌) =  𝐿𝐶(𝑋, 𝑌) 

. 

Preuve : 

(1) Notons qu’en 3.5  et 4.3.  nous avons établi les 

inclusions 𝐹𝑖(𝑋, 𝑌)  ⊂  𝐻𝑆(𝑋, 𝑌) et 𝐻𝑆(𝑋, 𝑌)  ⊂

 𝐶𝑂(𝑋, 𝑌)⟹𝐹𝑖(𝑋, 𝑌)  ⊂  𝐻𝑆(𝑋, 𝑌)  ⊂  𝐶𝑂(𝑋, 𝑌). 

En supposant X et Y normés donc sans exiger que 

X et Y soient des espaces de Hilbert, nous 

savons que 𝐶𝑂(𝑋, 𝑌) ⊂

 𝐿𝐶(𝑋, 𝑌) [𝐵𝑂𝑈𝑀𝐸𝑁𝐴𝐾𝐻 𝑒𝑡 𝐵𝑂𝑈𝐿𝐻𝐸𝐿𝐴 ,2020] , 𝑆𝐶𝐻𝑊𝐴𝑅𝑇, [1979] ]  . 

Ce qui achève (1). 

(2) Si 𝑑𝑖𝑚𝑋 < +∞ alors 𝑇 ∈ 𝐿𝐶(𝑋, 𝑌)⇒𝑑𝑖𝑚𝑇[𝑋]  ≤

 𝑑𝑖𝑚𝑋 < +∞ d’où 𝑇 ∈  𝐹𝑖(𝑋, 𝑌). Si 𝑑𝑖𝑚𝑌 < +∞ 

alors 𝑇 ∈ 𝐿𝐶(𝑋, 𝑌)  ⇒  𝑑𝑖𝑚𝑇[𝑋]  ≤  𝑑𝑖𝑚𝑌 < +∞ 

et donc 𝑇 ∈ 𝐹𝑖(𝑋, 𝑌). Par suite                 

𝐿𝐶(𝑋, 𝑌)  ⊂  𝐹𝑖(𝑋, 𝑌), d’où le résultat à cause de 

(1)  

5.Représentation spectrale des opérateurs des 

Hilbert-Schmidt 

5.1. Théorème 

Soit (X, (∙ | ∙)) un espace de Hilbert séparable 

sur ℝ ou ℂ, de norme ‖∙‖. Considérons 𝑇 ∈  𝐿𝐶(𝑋, 𝑋) 

tel que T est hermitien compact et (λn)n≥1 la suite des 

valeurs propres non nulles de T. Alors T admet la 

représentation spectrale : 

  T = ∑ λnPn
+∞
n=1  

où𝑃𝑛 est la projection orthogonale de X sur Eλn
=

Ker(T − λnIdX). 

Preuve : 

Soient  λ1, 𝜆2, ⋯ les termes de la suite des valeurs 

propres différentes de 0 de T. D’après le théorème 

spectral , on a pour tout n ∈ℕ : 

  |λn| > |λn+1| [CHATTERJI,  [1998] ], 

Toujours par le même théorème on sait que l’ensemble 

σ(T) n’est pas vide. Et puisque T est hermitien 

compact, il existe λ1∈ σ(T) tel que 

  |λ1| = ‖𝑇‖∗ 

La suite (λn)n≥1 peut être finie ou infinie dénombrable. 

Si elle est infinie, d’après le théorème spectral, on a : 

  lim
n→+∞

λn = 0  , (i) 

Soit  𝑞 ∈ ℕ. Pour tout k dans {1, 2, ⋯ , q},  Eλk
=

(T − λkIdX) est le sous-espace propre correspndant à 

la valeur propre 𝜆𝑘 ≠ 0. On sait de plus que Eλk
  est de 

dimension finie et on a   Eλk
⊥ Eλℓ

 pour  k  ≠ ℓ  dans   

{1, 2, ⋯ , q}. 

Considérons Pk le projecteur de X sur Eλk
. Alors : Pk ∙

𝑝ℓ = Pkδkℓ
 , où pℓ  désigne la fonction spectrale de T 

avec  

 𝑝ℓ(λ) = {
0  si   λ < 𝑚 = 𝑖𝑛𝑓{(Tx|x): ‖x‖ = 1}

I si    λ ≥ M = sup{(Tx|x): ‖x‖ = 1}
 

etI = ∑ Pk
q
k=1   pour λ ≥ λq. 

De ce qui précède, on peut écrire : 

 IoT = ∑ To
q
k=1 Pk   , (ii) 
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(v) 

Si x ∈ X, alors Pkx∈Eλk
. Il s’en suit que ToPkx =

λkPkx, c’est-à-dire ∀ 𝑘 =  1, 2, … , 𝑞,   on a 

  ToPk =λk𝑃𝑘 (iii) 

D’où, on a: pℓoToPk = δkℓ
λkPk = δkℓ ToPk 

Posons (ekt
)

t=1

ℓk
 , ℓk ∈ ℕ, la base orthogonalede  

Eλk
.Alors   𝑃𝑘 = ∑ (∙ |𝑒𝑘𝑡

)𝑒𝑘𝑡

ℓ𝑘
𝑡=1  et𝑃𝑘𝑥 = ∑ (𝑥|𝑒𝑘𝑡

)𝑒𝑘𝑡

ℓ𝑘
𝑡=1 ,  

∀ x ∈ X. 

Ainsi donc ∀ 𝑥 ∈  𝑋., on a : 

 𝑃𝑘𝑜𝑇𝑥 = ∑ (𝑇𝑥|𝑒𝑘𝑡
)𝑒𝑘𝑡

ℓ𝑘
𝑡=1  

  =  ∑ (𝑥|𝑇𝑒𝑘𝑡
)𝑒𝑘𝑡

ℓ𝑘
𝑡=1  

 =  ∑ (𝑥|𝜆𝑘𝑒𝑘𝑡
)𝑒𝑘𝑡

ℓ𝑘
𝑡=1  

= 𝜆𝑘 ∑(𝑥|𝑒𝑘𝑡
)𝑒𝑘𝑡

ℓ𝑘

𝑡=1

 

= 𝜆𝑘 . 𝑃𝑘𝑥 

 = 𝑇𝜊𝑃𝑘𝑥 

⟹𝑃𝑘𝑜𝑇𝑥 = 𝑇𝜊𝑃𝑘𝑥, (iv) 

Si nous notons par 𝑆1  = 𝑃1 ,  𝑆2 = 𝑃1 + 𝑃2  , … , nous 

obtenons la suite (Sn)n≥1 telle queSn = ∑ Pk
n
k=1  et on a : 

 ToSn = ∑ ToPk
n
k=1    , (v) 

Par suite,  on a :𝑇𝑜𝑆𝑛= 𝑆𝑛oTo𝑆𝑛 , (vi) 

Les relations (iv) et (vi) impliquent : 

 SnoT =  SnoToSn  =  ToSn  , (vii) 

Puisque 𝑆𝑛 est le projecteur de X sur 

n
⨁

k = 1
Eλk

 , on 

saitque (IdX − Sn) est le projecteur de X sur 
n
⨁

k = 1
Eλk

⏊  [𝑇𝑅𝐸𝑁𝑂𝐺𝑈𝐼𝑁𝐸, [1985] ] . Appliquons (vii) au 

projecteur   (IdX − Sn): 

To(𝐼𝑑𝑋 − 𝑆𝑛) = T − ∑ λk Pk = (IdX − Sn)oTo(IdX −n
k=1

Sn) = (IdX − Sn)oT ,  (viii) 

Comme T est compact et Sn borné, d’après les 

propriétés des opérateurs compacts,𝑇𝑜(𝐼𝑑𝑋 − 𝑆𝑛)est 

compact [SCHWART,  [1970] ;  TRENOGUINE , [1985] 

], . Montrons que les valeurs propres non nulles de  

𝑇𝑜(𝐼𝑑𝑋 − 𝑆𝑛)sont les nombres  λn+1, λn+2, ⋯ ,  etc. 

En effet, supposons que : 

 (To(IdX − Sn))x = λx, λ ≠ 0  et   x ≠ θ 

Alors  

[(IdX − Sn)oTo(IdX − Sn)] 𝑥 = 𝜆(IdX − Sn)𝑥 

D’où   (To(IdX − Sn))x = 𝜆(IdX − Sn)𝑥 

Ce qui prouve que, si x est un vecteur propre de  

To(IdX − Sn) alors  (IdX − Sn)𝑥 est un vecteur propre de 

T, donc que les valeurs propres non nulles de (IdX −

Sn)oT appartiennent à l’ensemble {λk  ∶ k ∈ ℕ} des 

valeurs propres de T. 

Pour 𝜆 = 𝜆𝑘, on a : 

 (IdX − Sn)x = Pko(IdX − Sn)x 

= {
0    si    k ≤ n    
Pk(x)  si   k > 𝑛

 , (ix) 

Donc  To(IdX − Sn) a pour valeurs propres 

l’ensemble {λn+1, λn+2, ⋯ }. Et puisque T est compact, 

et que ‖T‖∗ = |λ1|, on a donc 

  ‖To(IdX − Sn)‖∗  =  |λn+1| 

- Supposons que le nombre N de valeurs propres 

non nulles de T est fini, c’est-à-dire N ∈ {1, 2, , ⋯ n}, 

n ∈ℕ. Alors d’après la relation (ix), on a ‖To(IdX −

Sn)x‖ = 0. 

⟹L’ensemble{‖To(IdX − Sn)x‖  ∶ x ∈ X   et  ‖x‖ = 1} 

est majoré par 0 

⟹0 ≤ sup{‖To(IdX − Sn)x‖  ∶ x ∈ X   et  ‖x‖ = 1} ≤ 0 

⟹‖To(IdX − Sn)‖∗ = 0 , (x) 

Mais alors la relation (x) donne : 

   0 = ‖To(IdX − Sn)‖∗ = ‖T − ToSn‖∗ 

=⏞

(𝑉)

‖T − ∑ ToPk

𝑁

k=1

‖

∗

 =   ‖T − ∑ λkPk

𝑁

k=1

‖

∗

 

⟹   ‖T − ∑ λkPk

𝑁

k=1

‖

∗

= 0 

⟹   T − ∑ λkPk
𝑁
k=1 = 𝑧   (avec z l’opérateur nul) 

⟹   T = ∑ λkPk
𝑁
k=1 ,(xi) 

 

- Pour N infini, alors on applique la relation (i) pour 

avoir : 

lim
n→+∞

‖To(IdX − Sn)‖∗

= lim
n→+∞

|λn|‖IdX − Sn‖∗

= | lim
n→+∞

λn| ‖IdX − Sn‖∗ = 0 

Or   ‖To(IdX − Sn)‖∗ = ‖T − ∑ λkPk
n
k=1 ‖∗ 

D’où il vient que lim
𝑛→+∞

‖T − ∑ λkPk
n
k=1 ‖∗ = 0 

 Ce dernier résultat revient à dire : 

∀réel  ε > 0,  ∃ k ∈ ℕ tel que 

∀𝑛(𝑛 ∈ ℕ  𝑒𝑡𝑛 ≥ 𝑘) ⟹ ‖T − ∑ λ𝑛P𝑛
+∞
n=1 ‖∗ < 𝜖  

[DONEDDU, [1984] ] 

Ce qui signifie que la série  ∑ λ𝑛P𝑛
+∞
n=1   est convergente 

dans 𝐿𝐶(𝑋, 𝑋)(pour ‖∙‖∗)  et elle converge vers T. On 

écrit :T = ∑ λ𝑛P𝑛
+∞
n=1  

5.2 Théorème 

Soit I un ensemble infini non dénombrable et 

(X, (∙ | ∙)) un espace de Hilbert de dimension 

hilbertienne égale 𝑐𝑎𝑟𝑑𝐼 > 𝜒1. Considérons 𝑇 ∈

 𝐿𝐶(𝑋, 𝑋) tel que 𝑇 ∈  𝐻𝑆(𝑋, 𝑋) et la famille (λi)i∈I de 

valeurs propres non nulles de T. Alors T admet la 

représentation spectrale : 
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(i) 

 T = ∑ λiPii∈I  

où   Pi désigne la projection orthogonale de X sur Eλi
=

Ker(T − λiIdX). 

Preuve : 

Soit un réel  ε> 0 et considérons {λi ∶ i ∈ I} =

σP(T) , ensemble infini non dénombrable . Alors on sait 

que   σP(T)  ∖ {0} = {λi ∶ i ∈ I} est tel que     lim   (SK, K ∈

𝔉(I), ≤) = 0 

où  (SK, K ∈ 𝔉(I), ≤) est la suite généralisée 

engendrée par la famille (λi)i∈I . Soit  𝐽 ⊂ 𝐼  avec J 

finie. Alors pour tout 𝑖 ∈ 𝐽, Eλi
= Ker(T − λiIdX) est le 

sous-espace propre correspondant à la valeur 

propre  λi ≠ 0. Aussi, sait-on que Eλi
 est de dimension 

finie et on a  Eλi
⊥ Eλt

  pour i ≠ t dans J. 

Posons :  GJ = ⨁
i ∈ J

Eλi
    et  FJ = GJ

⊥ 

D’après SCHWART,[1970] et KOITA , [2021],  on a  

𝐹𝐽 ⊂  𝑋 et T hermitien ⟹𝑇[FJ]  ⊂ FJ et l’opérateur 

TFJ
induit par T sur FJ est un opérateur hermitien 

compact tel que 

ΣP(TFJ
) ∖ {0} = ({λi ∶ i ∈ I} ∖ {λi ∶ i ∈ J}) 

= {λi ∶ i ∈ I ∖ J} 

De plus, la norme d’opérateur de TFJ
 est donnée par : 

 ‖TFJ
‖

∗
= max{|λi| ∶ i ∈ I ∖ J}  , (i)  

[CHATTERJI, [1998] ] 

Pour chaque𝑖 ∈ 𝐽, considérons 𝑃𝑖 le projecteur 

de X sur Eλ𝑖
. Si x ∈ X, alors Pix ∈ Eλ𝑖

. Il s’en suit que 

To𝑃𝑖 x = λi𝑃𝑖 x ; c’est-à-dire pour chaque 𝑗 ∈ 𝐽,  𝑇𝑜𝑃𝑖  =

 𝜆𝑖  𝑃𝑖, (ii) 

Et comme GJ = ⨁
i ∈ J

Eλi
, le projecteur orthogonal de X 

sur GJ est ∑ Pii∈J . Dès lors pour x ∈ X, on a : 

 𝑥 = xJ + yJ avecxJ = ∑ Pii∈J x ∈ GJ et yJ ∈ FJ 

D’où x − ∑ Pii∈J x = x − xJ = yJ ∈ FJ. 

On obtient d’une part, 

‖T(x − ∑ Pixi∈J )‖ = ‖Tx − T(∑ Pixi∈J )‖, 

= ‖Tx − ∑ (ToPi)xi∈J ‖, (iii) 

D’autre part, 

‖T (x − ∑ Pix

i∈J

)‖ = ‖T𝐹𝐽
(x − ∑ Pix

i∈J

)‖ 

≤ ‖𝑇𝐹𝐽
‖

∗
‖𝑥 − ∑ Pixi∈J ‖ , (iv) 

Mais puisque  ∑ Pixi∈J  est le projecteur de X sur 

GJ, on sait que l’application (𝐼𝑑𝑋 − ∑ Pii∈J ) est le 

projecteur de X sur  GJ
⊥ = FJ  et d’après les propriétés 

de la projection orthogonale on a : 

‖x − ∑ Pixi∈J ‖ = ‖(IdX − ∑ Pii∈J )𝑥‖ ≤ ‖x‖(v)   

[TRENOGUINE, [1985] ],     

En tenant compte de (v), la relation (iv) devient : 

‖T (x − ∑ Pix

i∈J

)‖ ≤ ‖TFJ
‖

∗
∙ ‖x‖ 

= max{|λi| ∶ i ∈ I ∖ J} ∙ ‖x‖, (vi) 

Or d’après (ii), (ToPi) = 𝜆𝑖Pi. 

D’où (iii) s’écrit : 

‖T (x − ∑ Pix

i∈J

)‖ = ‖Tx − ∑ λiPix

i∈J

‖ 

= ‖(T − ∑ λiPii∈J )𝑥‖ , (vii) 

Les relations (vii) et (vi) donnent : 

‖(T − ∑ λiPi

i∈J

) 𝑥‖ ≤ max{|λi| ∶ i ∈ I ∖ J} ∙ ‖x‖ 

Pour ‖x‖ ≠ 0, on recourt aux résultats sur les 

familles sommables dans un espace de Banach  

[BOUVIER,[1971] ] pour conclure que l’ensemble   

K = {λi ∶ i ∈ I    avec   |λi| ≥
𝜀

‖x‖
}est fini. 

Mais alors  ∀ J ∈𝔉(I)  avec K ⊂ J   et   K  fini, on a : 

  

‖(T − ∑ λiPi

i∈J

) 𝑥‖ ≤ max{|λi| ∶ i ∈ I ∖ J} ∙ ‖x‖ 

≤ max{|λi| ∶ i ∈ I ∖ K} ∙ ‖x‖ 

< 𝜀. 

Donc  ‖(T − ∑ λiPii∈J )𝑥‖ < 𝜀 

Et ainsi l’ensemble 

D = {‖(T − ∑ λiPii∈J )x‖ ∶ x ∈ X   et   ‖x‖ = 1}est majoré 

par 𝜀. Il s’en suit que 𝑠𝑢𝑝𝐷 ≤ 𝜀, c’est-à-dire ‖(T −

∑ λiPii∈J )‖
∗

≤ 𝜀 

Résumé : ∀ réel ε >0,∃ K ∈𝔉(I)  tel que 

𝐾 ⊂ 𝐽 ⊂  𝐼  et 𝐽 fini ⟹‖(T − ∑ λiPii∈J )‖
∗

≤ 𝜀. 

Donc d’après la caractérisation de familles 

sommables, la famille (λiPi)i∈I est sommable dans 

𝐿𝐶(𝑋, 𝑋) [pour ‖∙‖∗], de somme T [BOUVIER, [1971] ; 

CHOQUET, [1964] ] . D’où on écrit par définition 
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  T = ∑ λiPii∈I  

 

6. Conclusion 

Cette étude a conduit à 2 principaux résultats : 

1. Le lien entre les ensembles d’opérateurs 𝐹𝑖(𝑋, 𝑌),

𝐻𝑆(𝑋, 𝑌) ;   𝐶𝑂(𝑋, 𝑌) 𝑒𝑡 𝐿𝐶(𝑋, 𝑌) 

1.a) Si  (X, (∙ | ∙)1)  et  (𝑌, (∙ | ∙)2) sont des espaces de 

Hilbert sur 𝔽 = ℝ  ou ℂ,  de normes respectives ‖∙‖1et 

‖∙‖2, alors on a : 

𝑭𝒊(𝑿, 𝒀)  ⊂  𝑯𝑺(𝑿, 𝒀)  ⊂  𝑪𝑶(𝑿, 𝒀)  ⊂  𝑳𝑪(𝑿, 𝒀) 

1.b) Soient (X, (∙ | ∙)1)  et  (𝑌, (∙ | ∙)2) des espaces de 

Hilbert sur 𝔽 = ℝ  ou  ℂ, tels que X ou Y est de 

dimension finie. Alors 

𝑭𝒊(𝑿, 𝒀)  =  𝑯𝑺(𝑿, 𝒀)  =  𝑪𝑶(𝑿, 𝒀)  =  𝑳𝑪(𝑿, 𝒀) 

2. La représentation spectrale des opérateurs de 

Hilbert-Schmidt 

Soir X un espace de Hilbert sur 𝔽 = ℝ  ou  ℂ. 

2.a) Si T est hermitien de rang fini, alors 

𝑇 ∈ 𝐻𝑆(𝑋, 𝑋)  =  𝐹𝑖(𝑋, 𝑋)  =  𝐶𝑂(𝑋, 𝑋)  =  𝐿𝐶(𝑋, 𝑋) 

et T admet la représentation  spectrale : 

T = ∑ λkPk
N
k=1 , (N ∈ℕ) ;avec𝑃𝑘 la projection 

orthogonale de X sur Eλk
= Ker(T − λkIdX) , 

et T la somme d’un nombre fini des termes. 

2.b) Si T est de dimension infinie et X est séparable, 

alors 

𝑇 ∈ 𝐻𝑆(𝑋, 𝑋) ⟹ 𝑇 ∈ 𝐶𝑂(𝑋, 𝑋)  ∩  𝐻𝑒𝑟𝑚(𝑋, 𝑋)  

et T admet la décomposition spectrale : 

T = ∑ λ𝑛P𝑛

+∞

n=1

 

où𝑃𝑛 est la projection orthogonale de X sur  Eλ𝑛
=

Ker(T − λ𝑛IdX) et T est la somme de ∑ λ𝑛P𝑛
+∞
n=1 , série 

convergente dans 𝐿𝐶(𝑋, 𝑋)  [pour ‖∙‖∗]. 

2.c) Si T est de dimension infinie et X est non 

séparable, alors 

𝑇 ∈  𝐻𝑆(𝑋, 𝑋)  ⟹  𝑇 ∈  𝐶𝑂(𝑋, 𝑋)  ∩  𝐻𝑒𝑟𝑚(𝑋, 𝑋) 

et T admet la représentation  spectrale :  T =

∑ λ𝑖P𝑖𝑖∈𝐼  

et avec  P𝑖 la projection orthogonale de X sur Eλi
=

Ker(T − λ𝑖IdX), T la somme de la famille (𝜆𝑖𝑃𝑖)i∈I 

sommable dans 𝐿𝐶(𝑋, 𝑋) [pour ‖∙‖∗]. Et 𝐼 l’ensemble 

infini non dénombrable tel que car dI = dimension 

hilbertienne de X. 

Résumé 

Définis entre deux espaces de Hilbert (X (. |. )1) 

et (Y, (. |. )2), les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont 

présentés de façon sommaire par la quasi-totalité 

d’auteurs. Ils sont en effet définis dans le contexte de 

sommabilité d’une famille double dans [0, +∞[ comme 

on peut le voir à travers ce texte. Nous avons montré 

qu’en dimension finie, ces opérateurs sont confondus 

avec les opérateurs de rang fini et ceux dits compacts. 

Tandis qu’en dimension infinie, les espaces de ces 

trois types d’opérateurs sont inclus les uns dans les 

autres.  Pour ce qui est  de leur représentation 

spectrale, cela tient compte de leur dimension et du fait 

que l’espace (X (. |. )1)  est séparable ou non 

séparable. 

Mots clés : Représentation spectrale, opérateur de 

Hilbert-Schmidt, espace de Hilbert. 
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