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Lie-Rinehart Algebra Structure on the Leaf Space

We consider a transversally oriented foliation F defined on a smooth manifold M. In this paper, we
denote by M/F the leaf space of F, C;°(M,F) its ring of basic functions, Ix(M) its C;°(M, F)-module of the
transverse vector fields on M/F and Dif fr[C° (M, F)] the C5° (M, F)-module of differential operators of order
<1 of C;°(M,F). We establish that if F is a simple foliation on M, its leaf space M /F is provided with a Lie-
Rinehart algebra structure and let us deduce from it that it is not possible to provide the leaf space M/F of a
Lie-Rinehart algebra structure if F is not simple.
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INTRODUCTION

Un feuilletage transversalement orienté de codimension
q (ou de dimension n — q) sur une variété différentielle
M, de dimension n, est le noyau d’une g-forme «
complétement intégrable sur M,c'est-a-dire a Ada =0
[MUSESA, 2005].

Le couple (M,F) est dit variété feuilletée. De maniére
intuitive, un feuilletage F de dimension p d’une variété
différentielle M, de dimension n=p+q, est une
partition de M en sous-variétés immergées de dimension
fixe p, appelées feuilles qui, localement sont entassées
nettement. Le sous-fibré tangent aux feuilles de F est
noté TF, 'ensemble des sections de TF, c’est-a-dire
I'algébre de Lie réelle des champs tangents aux feuilles est
noté X(F) [TONDEUR, 1997]. Le fibré quotient Q =
TM/TF est appelé le fibré transverse de F. Les sous-
fibrés Q et TF sont complémentaires dans TM. L’espace
des feuilles est un espace dans lequel les feuilles de
feuilletage sont considérées comme des points. La
dimension de F est la dimension de ses feuilles. La
codimension q de F est la dimension de I'espace des
feuilles M /F.

Un feuilletage F induit par une submersion est appelé
feuilletage simple.

Lorsque (M,F) est une variété feuilletée et X(F)
I'algebre de Lie réelle des champs de vecteurs tangents
aux feuilles, une fonction différentielle f sur M est dite
une fonction basique si et seulement si f est constante le
long des feuilles de F. L’ensemble des fonctions basiques
de (M, F) est noté Cp° (M, F).

Un champ de vecteurs Y sur M est dit champ de vecteurs
[X,Y] € X(F) pour X € X(F).
L'ensemble L(M,F) des champs de vecteurs feuilletés

feuilleté si tout
est une sous-algebre de Lie réelle de I'algébre de Lie réelle
X(M) des champs de vecteurs sur M. L’algébre de Lie
réelle L(M, F) contient la sous-algébre de Lie réelle X(F)
des champs de vecteurs tangents aux feuilles.

Au niveau infinitésimal, la géométrie tangente (la
géométrie des feuilles) est modelée par la distribution TF
associée aux feuilles et la géométrie transverse
(géométrie de I'espace des feuilles) est modelée par le

complémentaire Q de TF dans TM.

Il est a noter que tout champ de vecteurs X € X(M)
définit une section différentiable X de Q. Le champ de
vecteurs X est appelé champ de vecteurs transverse.
L'espace des champs de vecteurs transverses est noté

Lr(M).
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En général, en géométrie transverse l'espace quotient
M /F n'est pas une variété différentielle. Par conséquent,
les concepts de champ de vecteurs et de dérivation sur
I'anneau des fonctions ne coincident pas. En particulier, si
F est un feuilletage simple, I'espace des feuilles est une
variété différentielle, [x(M) peut étre identifié avec
I'algébre de Lie réelle des dérivations de I'anneau
Cy’(M,F) des fonctions basiques et Q,(M,F) avec le
Cy’(M,F)-module des formes multilinéaires alternées
sur I (M).

Dans ce papier, sous la condition que le feuilletage F est
simple, nous munissons I'espace des feuilles M/F d’une
structure d’algébre de Lie-Rinehart. Nous nous sommes
basés sur la représentation définie sur lI'espace des
feuilles M /F et a valeurs dans le module des opérateurs
différentiels d’ordre <1 sur l'anneau des fonctions
basiques.

Cet article s'articule autour de deux sections. La premiére
section, consacrée aux préliminaires, présente des outils
de la géométrie transverse utiles pour la suite de cet
article. Un rappel en particulier, les notions de fonction
basique, de champ de vecteurs transverse et de forme
basique. La deuxieme section se focalise sur la structure
d’algebre de Lie-Rinehart sur I'espace des feuilles.

1. Préliminaires

Soit M une variété différentielle de dimension finie n, d
I'opérateur de différentiation extérieure et TM le fibré
vectoriel tangent a M. On note C®(M) l'anneau des
fonctions de classe C® sur M et X(M) le C*(M)-module
de champs de vecteurs sur M.

Définition 1.1. Soit un entier g tel que 1 < g <n, un
feuilletage F de codimension g (ou de dimension n — q)
sur M est le noyau d'une q-forme a complétement
intégrable sur M. Le couple (M,F) est une variété
feuilletée [HECTOR and HIRSCH, 1981].

Considérons un feuilletage F de codimension g < n sur
une variété lisse M de dimension n. La relation ~ sur M
qui identifie les points de M appartenant dans une méme
feuille est une relation d’équivalence [GODBILLON, 1991].

Définition 1.2. L’ensemble quotient de M par la relation
~ définie ci-dessus est noté M /F et est appelé espace des
feuilles de F. Un feuilletage F est dit simple si son espace
des feuilles est une variété différentielle.

Exemple 1.1. Feuilletage simple [MOLINO, 1988].

Soit T : M — W une submersion d'une variété lisse M
dans une variété lisse W de dimension q. La distribution
P = Ker m, est complétement intégrable (elle est une
sous-algebre de Lie réelle de I'algébre de Lie réelle des
champs de vecteurs sur M). Le feuilletage associé a cette
submersion est appelé feuilletage simple. Les feuilles de
ce feuilletage simple sont les composantes connexes des
images réciproques des points de W. En particulier, toute
fibration (E,m, B;F),
I'application projection de E sur B et F le fibre typique,

ou E est l'espace total, m

définit un feuilletage simple.

Définition 1.3. Soit (M,F) une variété feuilletée. Une
fonction f € C*(M) est dite fonction basique, si et
seulement si pour tout X € X(F), X.f = 0. L'ensemble
des fonctions basiques est noté C,° (M, F).

La proposition suivante donne deux autres définitions
équivalentes du concept de fonction basique.

Proposition 1.1. [MOLINO, 1988]. Soit f une fonction sur
une variété feuilletée (M,F) de codimension q. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

e f estune fonction basique;
e [ est constante sur chaque feuille;

e dans carte

(1, xPyt Ly D),

une adaptée

f est une fonction seulement des variables transverses
1
. yD.

Si F est un feuilletage simple, alors Cy°(M,F) =
C® (M/F).

Définition 1.4. Un champ de vecteurs Y € X(M) est dit
champ de vecteurs feuilleté de F, si

[X,Y] € X(F)pour tout X € X(F).

L'ensemble L(M,F) des champs de vecteurs feuilletés
est une sous-algebre de Lie réelle de l'algébre de Lie
réelle, X(M), des champs de vecteurs sur M. L’algébre de
Lie réelle, X(F), des champs de vecteurs tangents aux
feuilles est une sous-algébre de Lie réelle de L(M, F).

Dans une carte adaptée (x1, ...,x?,y%, ..., ¥9), un champ
de vecteurs feuilleté X s’écrit sous la forme

RS 0 N2
X_Zai(x'y)ﬁ-l—z j(y)W
i=1 j=1

Proposition 1.2. [MOLINO, 1988]. Soit f € Cp° (M, F) et
X,Y € L(M,F). Alors on a:
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o [X,Y]ELWM,F)
o fX€LM,TF)
o X.fECP(M,F)

Il suit de la Proposition (1.2) ci-dessus que L(M, F) est un
Cy’ (M, F)-module et ses éléments agissent comme des
dérivations sur Cp;°(M,F). L'ensemble des champs de
vecteurs feuilletés sur (M,F) ne coincide pas avec
I'ensemble des dérivations de I'algébre C,° (M, F).

On définit le fibré transverse Q d'un feuilletage F de M
comme le fibré vectoriel quotient Q = TM/TF. Tout
champ de vecteurs X € X(M) définit une section
différentiable X de Q. La section X de Q définie par le
champ de vecteurs X s'exprime comme

ol les X! sont les g derniéres composantes de X dans les
coordonnées locales. Les fonctions X!sont appelées les
composantes de X dans les coordonnées locales
distinguées.

Le champ de vecteurs X est appelé champ de vecteurs
transverse associé a X. L'espace des champs de vecteurs
transverses est noté 1x(M). L'application

LM, F) > lz(M),X — X

est une projection dont le noyau est X(F). Puisque X(F)
est un idéal de L(M,F), on peut munir lx(M) d'une
structure d’algeébre de Lie réelle par la formule

[X, Y] =[X,Y]
pour tous X,Y € L(M,F), etainsion ale

Théoreme 1.1. [MOLINO, 1988]. Pour tous X et Y €
L(M,F), l'application

e (M) X Iz (M) — Lz (M)

X, V) — [X, Y] =[X,Y]
est R-bilinéaire alternée et définit une structure
d’algebre de Lie réelle sur lz(M) . De plus pour tout f €

Cy’(M,F),ona:

(X, fY] =X(f).Y + f[X,Y].
On rappelle que lorsque F est un feuilletage simple,
I'algébre des fonctions lisses sur M/F est Cy°(M,F).

Ainsi, dans ce cas, Iy est I'ensemble des applications R-

linéaires,

X: CPM,F)— C2(M,F)
telles que

X(fg)=X(f).9+f.X(9)
pour tous f et g dans C,° (M, F), c'est-a-dire
lr(M) = Derg[Cy° (M, F)].

Nous rappelons dans la remarque ci-dessous un résultat
classique de la théorie de feuilletage [MOLINO, 1988 ;
TONDEUR, 19838].

Remarque 1.1. Une forme différentielle w € QF(M) est
une forme différentielle sur I'espace des feuilles ou forme
basique, c’est-a-dire w € Qf (M, F) si et seulement si w
satisfait les conditions équivalentes suivantes

e pourX € X(F), ixyw =0, ixydw =0,
o pourX € X(F),iyw=0,Lyw =0,

e en coordonnées adaptées w s'exprime
comme

w= wil___irdyii A .. Ady'r

1Si1<i2<"'<ir5q

ou les fonctions w; ; dépendent seulement des

variables transverses (y1, ..., y9).

On collectionne toutes les formes basiques dans

I'ensemble
(M, F) =B, Qf M, F).

Muni du produit extérieur, Q,(M,F) est une algebre
extérieure graduée. Il suit de la définition que le cobord
d'une forme basique est de nouveau une forme basique.
L'opérateur d induit le cobord basique

dp: (M, F) - QM F); o — dyw = do

satisfaisant dZ = 0. On peut alors définir la cohomologie
basique du feuilletage [REINHART, 1959].

H,(M,F) =B, Hy(M, F)

Ker (dp: OF (M, F)—QL (M, F)
ot Hf (M, F) = er (d: 0 L 01.))

Im(db: Q{;l(M,T)—m{,(M,T)) '

Dans une variété feuilletée (M,F) la cohomologie
basique joue le réle de cohomologie de Rham de I'espace
de feuilles (M/F)[REINHART, 1983; HOSTER, 2001].

En particulier, si F est un feuilletage simple défini par une
submersion p : M — N alors les formes basiques sur
M/F sont juste les images réciproques des formes
différentielles sur la variété de base N.
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Théoreme 1.2. [MOLINO, 1988]. Soit F un feuilletage
simple défini par une submersion p : M — N entre deux
variétés lisses, alors les algébres graduées 2,(M,F) et
2 (N)sont isomorphes.

On voit que pour un feuilletage simple, Q,(M, F) peut
étre identifié avec le Cp°(M,F)-module des formes
multilinéaires alternées sur le C,° (M, F)-module lx(M).
Cette identification n'est pas possible pour un feuilletage
arbitraire.

2. Structure d’algébre de Lie-Rinehart sur
I'espace des feuilles

L'objectif de cette section est de munir I'espace des
feuilles M/F d’un feuilletage simple F d'une structure
d’algébre de Lie-Rinehart. On sait que pour un feuilletage
simple F sur M, I'espace des feuilles M /F est une variété
différentielle, [ (M) est I'algébre de Lie des dérivations
de l'anneau Cp;°(M,F) des fonctions basiques et
Qp (M, F) est l'algébre graduée de Cp°(M,F)-formes
multilinéaires alternées sur lx(M). Alors dans ce cas,
nous pouvons définir les notions ci-dessous :

2.1 Opérateurs différentiels d’ordre < 1.

Dans cette partie, nous définissons le concept
d’opérateur différentiel d'ordre <1 sur I'espace des
feuilles M/F d’une variété feuilletée (M,F) et nous

étudions ses propriétés.

Définition 2.1. Un opérateur différentiel d’'ordre < 1 sur
M /F est une application linéaire

0(f9) = 0(N)-g+ f-0(9) — £5.0 (e )
et d’autre part
p(fg) = ¢(f).g+f.0(9)
de sorte que fg. ¢ (1cg°(M,T)) =0etg (1c;,’°(M,T)) =0.
2. Soit ¢ un opérateur différentiel d’ordre < 1 sur M/F

tel que cp(lcgo(M,T))=0. Pour tous f et g dans
Cy’(M,F),ona:

0(f9) = 0(N.-g+ f-0(9) ~ f9.0 (1ep ) )

Sig (1cg°(M,7:)) =0 ,alors p(fg) = o(f).g + f.9(9)-
Donc ¢ est un champ de vecteur transverse, c'est-a-dire
@ vérifie I'identité de Leibnitz. m

Si ¢: Cy(M,F) — C,°’(M,F) est un

différentiel d’ordre < 1, on note

opérateur

: C'(M,F) — C (M, F) I'application qui
o(Legpmn)

expédie f € Cp,°(M,F) sur fo (10;;"(1\4,?))-
Théoreme 2.1
L'application linéaire

¢: CL(M,F)— Cy°(M,F) est un opérateur

différentiel d'ordre < 1 de C,°(M, F)si et seulement si

<<p —L ) est une dérivation de Cp° (M, F).
#(1cpmn)

Preuve.
p: CyM,F) — C°(M,F)
1. Nous savons que
telle que
o(fg) =o().g+f. 9@~ fge (1c;;°(M,gc)) pour
0(f9) = ¢(f)-g + folg) = fg.0 (1C§°(M'T)) tous f et g dans C,° (M, F). Ainsi,
pour f et g appartenant a Cp°(M,F) ol 10y, £y est
oy L o b () [qo—L (1 )] fo)=o(fg) -L (s )(fg)
I’élément-unité de C,° (M, F). P\leemr) P\ lep )
0 D(M,F) le C(M,F)-module des opé = eU-g 1)
n note D(M,F) le C,°(M,F)-module des opérateurs fg.0 (1C§°(M.T))
différentiels d'ordre < 1 sur M /F.
- (1c§°(M,:F)) -fg
Proposition 2.1 Un opérateur différentiel ¢ d’ordre < 1 = [(p(f) -0 (1C°°(MT)) _f] g
b ’
M/F est h d t t i et
sur M/F est un champ de vecteur transverse si e +f [(p(g) — g (1C30(M’T))]
seulementsi @ (1, = 0.
o (lepoum) = [w(f) -1 (f)] 9
‘p(lc;’f(M,T))
Preuve.
+f [qo(g) —-L (g)]
. , ires o M . ‘”(1c;’,°<M,:P)>
1. Soit ¢ un opérateur différentiel d’ordre < 1 sur = Sig
D'ou¢p — L est une dérivation.
est un champ de vecteurs transverse, alors pour tous f et <p(1cgo(Mlﬂ)
g dans Cp° (M, F), nous avons d’une part
http://www.congosciences.cd 130
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2.Sip—1L est une dérivation, pour tous

o(tegpmn)

f et g dans C;° (M, F), on a:

[(p - L"’(lc;?(M.f))] (f9) = <(p - L"’(lc?wf))) (-9

if. <<p _ L(p(lcgow)) @)
= <<P(f) - L(p(lc?(M,T-))(f)) g

+f. <<P(g) - L<P(1c°°(m))(g)>
=o(f)-g -
"’<1cz°(w>)

—f. L(p(

(f)g+ [0l

1

)(g)

CRwm,F)

=o(f).g+f.0lg)—
(f)-g

‘P(lc;’fwf))

—f.L 9)

‘P(lc?fw.ﬂ)

=o(f).g+f.el@—
fae (1C§°(M,T))

(F9).

-L
‘P(lcz°<w>)

D'autre part,

[qo —L ¢<IC?(M'T))] (f9) = o(fg) - L o )(fg)-

CM,F)
Ainsi,

o(fg)—L 0 f9)

(%;;ow))

= (p(f).g + f-(p(g) - fgo (1C§°(M,T)) -
L (f9);

‘p(lc;’f(m,}'))
Donc,
0(f9) = 0.9+ f.0@) -~ f90 (e o))

-L (fg) + L¢(1 )(fg)-

¥ (1 P (M,T)) P MF)

On voit clairement que

0(f9) = 0(N)- g+ f-0(9) — F9¢ (ezum) )

alors ¢ est un opérateur différentiel d'ordre < 1. m

Théoréme 2.2.
L’application
[]: D(M,F) x D(M,F) — D(M,F),
(@ Y) = (oYl =@y —top

définit une structure d’algébre de Lie réelle sur D(M, F).
De plus pour

fecCy(M,F)etp,p € D(M,F),ona

[o.f- 91 =0 — fo (Lepmm)| ¥+ F-lo.9]
Preuve. Pour ¢, € D(M, F), 'application
L1:DM,F)xD(M,F) — D(M,F),
(. 9) =gl =pop—Yog
est manifestement R-bilinéaire, antisymétrique.

Pour f et g dans C,° (M, F), on montre

o, ¥1(f.9) = [0, ¥]1(f).g + f.lo,¥](g)
- f.g.le, ¥l (1c;;°(M,?))

Ainsi, [, ] € D(M,F).
Pour A€ Retf € C;°(M,F),ona
[, 1) = (2 9(F) — 2 9(e(f)
=L o(W() - (o)
=21(e((N) - w(e(N))

= (9 o)) = W o 9)())
= Ao, ¥I()
Ainsi, [, AY] = A, Y]. C'est-a-dire I'application
[]1: D(M,F) x D(M,F) — D(M,F),
(pP)—lpl=pop—tog
est R-bilinéaire et pour ¢,y € D(M,F) et
pour f € C,°(M,F), I'application

[, 9] : C(M,F) = C (M, F),
f = levll) =o@@) —v(e®))

est R-linéaire et de plus, pour fet g dans Cp° (M, F),
Ona
lo.f-¥1(@) = o((F-¥)(@) — (F- ) (#(9))

= o(f-¥(@) - f-(¥(0(9))

= 0(N-¥(9) + f-0(W(@) — F- (@) ¢(Lepr)
—f¥(0(9))
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= (-1 + flo. D) — £- 9 (1egur) ) ¥(9)
= [0 = £.0 (tepam )] - 9@ + Flowl(o).

D’ol

[o.f- 91 = [0() — F.0 (e )| ¥ + flo 1w
Corollaire 2.1.

L'application

DM, F) — Cp’(M,F) ® lr(M),

v L"’(lci’f(m) ¥ <<p - L‘P(lc?wﬂ))

est un isomorphisme de C;° (M, F)-modules.
Ainsi, on écrit

Lorsque @ € D(M,F), on écrit ¢ = f+X avec f €
C’(M,F)etX € lp(M).

Proposition 2.2. Si ¢ = f + X et i = g + Y sont deux

opérateurs différentiels sur
M /F, alors

[o. ] =X(g) - Y(f) +[X,T].
Preuve.

Pourh € C°(M,F).Ona:
[o,Y]1(h) = (@ o —og)(h)
= oY) - Y(em)
=(f+0((g+NM) - @ +D((f +
h)
=+ ((g-h+7W)) - (g +
7 ((f.h+ X))
=f.g.h+f.Y(h)+X(g9).h+ g.X(h)

+XoY(h)—g.f-h—g.X(h)=Y(f).h—
F.T(R) =T o X(h)

=X(@.h—Y().h+XoV(h)—ToX(R)
= (X(9) = Y(N))(h) + [X,Y](h)
=X -V +[X DM

Puisque la fonction h a été choisi arbitrairement, on
déduit que

[, ¥]

=X(@)-Y(H)+IXY] =

Corollaire 2.2.

Pour ¢ € D(M,F), on a:

[<P' 1cg°(M,T)] =0.

Preuve. On rappelle quesip = f + X ety = g + Y sont
deux opérateurs différentiels d'ordre < 1 de C,°(M, F),
avec f et g C5°(M,F), X et Y éléments de lz(M).

Onalp,¥] =X(g) - Y(f)+[X,Y]
Ainsi, pour p =X+ fp =Y + Lesom,r)

avec Y =0

élément de [ (M), on a:
[<P; 1cg°(M,f)] = [X +f,Y + 1c;;°(M,T)]

=X (1cg°(M,?)) - 0(f) +[X,0]
=0 ]
Proposition 2.3. Pour ¢ € D(M,F) et
f,g €C,’(M,F),ona
[o.f1=0(F) = f-0 (L))
[f,9]=0
Preuve.

1. Pour tout ¢ € D(M,F) et ¢ = 1c;;°(M,T) € D(M,F),
feCy(M,F);ona:

lo, f1= [ S 1cb (M?)]
((p(f) fqo e (M,T)))llf + flo, Y]
= (‘P(f) ~fo (1c;;°(M,T))) . 1C§°(M,T) +f [‘P' 1C,‘,’°(M,T)]

= o) - fo (Lepwn)-

2. La démnstration est immédiate. m
Corollaire 2.3.

Lorsque X estun champ de vecteurs transverse sur M /F
et feCy(M,F),

ona:
(X, f1=X().

Structures d’algebres de Lie-Rinehart sur I'espace des
feuilles.

Structures d’algebres de Lie-Rinehart sur le Cy (M, F)-
module D(M, F)

L’application
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Id: D(M,F) — D(M,F)
est une représentation de D(M, F) dans C,° (M, F).

Lorsque a : Iz (M) — Cp°(M,F) est une forme basique
linéaire sur lx(M), on note

a:DM,F) — Cy’' (M, F)

une forme basique linéaire sur Cp°(M,F)-module
D(M, F) telle que &ceop 7y = 0 €t &)y = .

Proposition 2.2.1.1. Si @:D(M,F) — C,°(M,F) est

une forme linéaire sur D(M, F). Alors ilcw
b

dp. @ =
(M, F) biq

a.
Preuve.

Pourp € D(M,F),ona
I

dbid&((p) = dbidd (1CEO(M,.’F)' (p)

CRm,F)

=id (1cg°(M,5F)) ale) —
id(@)a (1egouz))

—a [1C§°(M,T)' ‘P]

= 1c{,’°(M,T)‘7(§0) —@a (1cg°(M,T-)) -

a [1cg°(M,¢);<P]

= &) + &[0, Lepon )|

= a(e)
Comme ¢ est quelconque dans D(M, F), on déduit que
llc;’f(M,f)dbida =a. ]

Proposition 2.2.1.2.

Pour toute forme linéaire @ sur D(M, F),I’'application
paz: DIM,F) — D(M,F),p — ¢+ a(p)

est Cp° (M, F)-linéaire.

Preuve.

Pour(p = (p (1CEO(M,T)) +X € D(M,:F):
g € CP(M,F).
On a :p,(g9) = go + @(gp)

=9(o(lepmm) +X) + @ (g((P(lCl‘?(M,f)) + X))

= g((p(lcif(M.T)) +X) + d(g‘ﬂ(lcg"(m,f)) + gX)

= 9((P(1c§°(M,T)) + X) +a (Q(P(lc;?(M,f))) +a(gX)
=g(¢(Lepum) +X) + 9.0+ ga(X)

= 9(o(Lepmm) +X) +9(0 +a(X))

= g((p(lC;T(M.T)) + X) tg (‘7 (¢(1C§°(M,€F)) + d(X)))

=9(e(lepmm) +X) +g (‘7‘(</’(1CZ°(M$)) + X))
=go + ga(p)

=g(o + a())

= gpa(9) n

Proposition 2.2.1.3.
Pour toute forme linéaire @ sur D(M, F), I'application
pa: DIM,F) — D(M,F),p — ¢ + a(p)
est un morphisme d’algebres de Lie réelles si
dbid& = dbidlcgo(M,T) A &
Preuve.

Pour tous ¢ ety dans D(M,F), on a

[pa(@), pa (W] — pale, Y]

= [p +a(p), Y +a@)] — o, ¢] — @lp, Y]

= [<p,~¢[)] +¢5<p, a@)] + [@(p), Y] + [@(p), a@)] — [, Y]
—ale,

= p(a@)) — a@)e (1cg°(M,T)) — (@)
+a(p)y (1cg°(M,7—")) — [, Y]
= p(a@)) - y(a(@) — ale, ]
- (‘P (1c{,’°(M,T)) a@) -y (1C§°(M,T)) &((p))
= dp,, @ (0, ) — (dbid Teemr) A 5‘) (o, )
= (dbidd — Ay lepmr N 5-’) (@, ).

Puisque pgz est un morphisme d’algébre de Lie, donc

[Pz (@), pa(P)] = pale, Y] si

dbid& - dbidlCif’(M,?) 1A d = 0
c'est-a-dire dp,, @ = dp,, 1cooyr) N Q- |
Théoréme 2.2.1.1.

Soit F un feuilletage simple définie sur une variété lisse
M. Le Cp°(M,F)-module des opérateurs différentiels
d’ordre < 1sur (M /F) admet une structure d’algébre de
Lie-Rinehart s’il existe une forme linéaire

@&: D(IM,F) — C,’(M,F)
et une application Cp° (M, F)-linéaire

pz: DIM,F) — D(M,F)
telles que d,,@=dp,leoor A@ oU dp, est
I'opérateur de cohomologie basique associé a Ila
représentation id,

(7|1T(M) =qa: lg:(M) — C;;O(M,T) et &lCZO(M‘T) =0.

Preuve. Pour la condition nécessaire, soit p une structure
d’algebre de Lie-Rinehart sur D(M, F). Pour ¢ € D(M, F)
et f € C,°(M,F), onad'une part
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[0, 1 = [p@I(F) — Flo@)] (Lep )

et d'autre part,

[0.f1= o)~ fo (L))

de sorte que

o)1) = Flp(@)] (1egeur)) = 0 —
fo (1c{;°(M,T))
et

(@] = o(f)
+£ (1@ (1eponn)

- (1C§°(M,T)))'

Ainsi, 'application

@: D(M,F) — C2(M,F)

¢ — Iplp) — 9] (1Cg°(M,T))
est une C;° (M, F)-linéaire, d’ol
[p(@](f) = o(f) + fa(e)
Puisque f est quelconque dans C;° (M, F), on a
p(p) = ¢ + a(y).
On conclut que p = p3.

Il suit de la définition de p que pz est un morphisme
d’algebres de Lie réelles. On a que & est telle que d;, , @ =

dbidlcgo(M,T) /\ &
Pour la condition suffisante, voir la Proposition 2.2.1.3. m

Structures d’algébres de Lie-Rinehart sur le Cy (M, F)-
module lx(M)

Dans cette partie, nous définissons le concept de
structure d’algébre de Lie-Rinehart sur le C,°(M,F)-
module Iz (M).

Définition 2.2.2.1.

Une structure d’algebre de Lie-Rinehart sur I'espace des
feuilles (M/F) est donnée par un morphisme de
Cp’ (M, F)-modules et d’algébres de Lie réelles

p: lg(M)—>D(M,F)

qui est C5°(M,F)-linéaire et tel que pour tous X,Y €
lz(M) et pour tout f € C;°(M,F) ona

(%, 71 = [p ) = £.pE) (Lepum )] - +
£.I%, 7.

On dit que le couple (Iz(M),p) est une structure
d’algebre de Lie-Rinehart sur I'espace de feuilles M /F.

Théoreme 2.2.2.1. Soit (lx(M),p)
d’algebre de Lie-Rinehart sur I'espace de feuilles M /F. 1l

une structure

existe une forme basique linéaire sur M/F.
a: lg(M) - Cy(M,F)
telle que p(X)(f) = (X)(f) + f. a(X).
Preuve.
Pour X,Y € lx(M), on a
(X, fY]1=X(f).Y +£.[X, Y]

Puisque (Ix(M), p) est une structure d’algebre de Lie-
Rinehart sur I'espace de feuilles M /F, alors pour X,Y €
l(M) et pour tout f € C,°(M,F)

%, 171 = [p®) () = o) (Legoum)| - ¥ + FIX, 71,
Ainsi,
X(f) = pX)F) — Fo@®) (Lego )

c’est-a-dire

P& =X + Fp&) (Lo )

alors, I'application

a: lp(M)-> CP(M,F),X — p(X) (1c;;°(M,T-))

est une forme basique linéaire sur I'espace de feuilles
M/F.

Dot p(X)(f) = X(f) + fa(X). .

Proposition 2.2.2.1. Si d,, est I'opérateur de cohomologie
basique associé a la représentation
p:lg(M) > DM,F),X — X+ a(X), alors la forme
basique linéaire a est d;-fermée.
(o), p(N] = pIX, TD() = [0, p(DI(F) = pIX, V1)
= [X +a(®),7 + aDI() — [XYI(H) — alX, FI(H)
= [X,71(P) + [X, a)] () + [«(®), YI() + [a (), a(D](f)
“[X YD —alX VI
X(aM).f =Y(a(X).f — alX, Y1(f)
= (X. (a()_:))_— Y.a(X) — alX, Y])(f)
= f.dpya(X,Y).

Preuve. Pour X, Y € lz(M) et pour f € C°(M,F), on a:

Comme f est pris arbitrairement dans C,°(M,F), on a
[p(X), p(Y)] — p[X,Y] = dpa(X,Y). Puisque p est un
morphisme d’algebres de Lie, on a:
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[p(X), p(V)] = p[X,Y]si dpa(X,Y) =0, c'est-a-dire a
est dj,-fermée. [ |

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce travail, nous avons montré que |'espace des
feuilles M /F d’un feuilletage simple F sur une variété
lisse M peut étre muni d’une structure de Lie-Rinehart.
Une question se pose de maniére naturelle, a savoir :
peut-on caractériser les structures feuilletées en termes
d’algebre de Lie-Rinehart-Jacobi-symplectique ou encore
Lie-Rinehart-Poisson-

en termes d’algebre de

Symplectique?

RESUME

On considére un feuilletage transversalement orienté
Fdéfini sur une variété différentielle M. On note M /F
I'espace des feuilles de F, C,°(M,F) son anneau des
fonctions basiques, lx(M) son Cp°(M,F)-module des
champs de vecteurs transverses sur M/F et
Dif fr[C,’ (M, F)] le C;°(M,F)-module des opérateurs
différentiels d’ordre < 1 de C;° (M, F). Nous établissons
que si F est un feuilletage simple sur M, son espace des
feuilles M /F est muni d’une structure d’algébre de Lie-
Rinehart et en déduisons qu’il n’est pas possible de munir
I'espace des feuilles M/F d’une structure d’algébre de

Lie-Rinehart si F n’est pas simple.
Mots Clés

Espace des feuilles, feuilletage simple, champs de vecteurs transverses, opérateurs
différentiels d’ordre < 1, algebre de Lie-Rinehart.
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